
第5章 プログラミングの基礎

5.1 アルゴリズム

ある問題を解決するための手段をアルゴリズム1 (algorithm)といいます。すでに紹介した、10

進数を r進数に変換する手順や、シフト演算と足し算のみで掛け算や割り算を行なう手順も、問

題を解決するためのアルゴリズムと言えます。以下に 3つのアルゴリズムを紹介しておきます。

5.1.1 平方根

正の整数 N (> 0)の平方根
√
N の近似値を求めるアルゴリズムを考えてみましょう2。ここで

は、奇数列の和が

1 + 3 + · · ·+ (2 · n− 1) = {1 + (2 · n− 1)} · n
2

= n2

であることを利用し、正の整数 N (= n2)の平方根
√
N (= n)の近似値を求めるアルゴリズムを

紹介します。例として、5の平方根の近似値を求めてみましょう。

5 = (1 + 3) + 1 = {1 + (2 · 2− 1)}+ 1 = 22 + 1

より、5の平方根の整数部分は 2となります。小数第 1位まで求めるには、

100 ·N = (10 · n)2 = (n0)2 ⇐⇒
√
N = n =

n0

10
1紀元 9世紀、バクダッドのアル・フワーズリズミーという数学者が書き著した「キターブ・アルジャブル・ワ・ル

ムカーバラ (移項と消去の計算書)」という書名に由来して、algebra (代数学)という言葉が生まれました。また、こ

の数学者の名前 アル・フワーズリズミーが変化してアルゴリズムという言葉になったといわれています。
2正の整数に限らず、正の実数であれば、このアルゴリズムを用いて平方根の近似値を求めることができます。
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より、両辺を 100倍したものを

100 · 5 = 500 = (1 + 3 + · · ·+ 41 + 43) + 16
= {(1 + 3 + · · ·+ 41 + (2 · 22− 1)}+ 16 = 222 + 16

のように奇数列の和に変形し、22を 10で割れば 5の平方根の近似値 2.2が求められます。同様

に、小数第 2位まで求めるには、

10000 ·N = (100 · n)2 = (n00)2 ⇐⇒
√
N = n =

n00

100

より、両辺を 10000倍したものを

10000 · 5 = 50000 = (1 + 3 + · · ·+ 443 + 445) + 271
= {1 + 3 + · · ·+ 443 + (2 · 223− 1)}+ 271 = 2232 + 271

と変形することで、223を 100で割れば 5の平方根の近似値 2.23が求められます。

ただし、上記の方法だと求める桁数が増えるにしたがってかなりの数の奇数を足さなければな

らず、効率的とはいえません。そこで、下記のようにすると平方根の近似値を効率的に求めるこ

とができます。まず、

5 = (1 + 3) + 1 = {1 + (2 · 2− 1)}+ 1 = 22 + 1

より、5の平方根の整数部分 2を求めます。次に、両辺を 100倍し、

5 · 100 = (2 · 10)2 + 100 = 202 + (2 · 21− 1) + (2 · 22− 1) + 16
↑

1 + 3 + · · ·+ 37 + (2 · 20− 1)
= 222 + 16

と変形することで小数第 1位まで近似値が求められます。更に、両辺を 100倍し、

500 · 100 = (22 · 10)2 + 1600 = 2202 + (2 · 221− 1) + (2 · 222− 1) + (2 · 223− 1) + 271
↑

1 + 3 + · · ·+ 337 + (2 · 220− 1)
= 2232 + 271

と変形することで小数第 2位まで近似値が求められます。同様に、この操作を繰り返せば 5の平

方根の近似値を必要な桁数まで効率的に求めることができます (各桁の値を決定するのに、高々

10回の奇数の引き算で済む)。

問題 1 1 + 3 + · · ·+ (2 · n− 1) = n2 を利用して、7の平方根を小数第 3位まで求めなさい。

問題 2 1 + 3 + · · · + (2 · n − 1) = n2 を利用して、12345の平方根をを小数第 3位まで求めな

さい。

問題 3 1 + 3 + · · ·+ (2 · n− 1) = n2 を利用して、0.00003の平方根をを小数第 5位まで求めな

さい。
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5.1.2 最大公約数と最小公倍数

2つの正の整数 x, y (x ≥ y > 0)の最大公約数 (greatest common divisor; gcd)と最小公倍数

(least common multiple; lcm)を求めるアルゴリズムを考えてみましょう。初等的な代数学を学

習したみなさんであれば、ユークリッドの互除法という有名なアルゴリズムを用いて最大公約数

が求められることを知っていることでしょう。ユークリッドの互除法は、関数

gcd(x, y) =

(
x , y = 0のとき,

gcd(y, x mod y) , y 6= 0のとき

によって定義され、y = 0になるまで繰り返し関数 gcd()を計算すれば最大公約数が求められま

す3。ただし、x mod yは xを yで割った余り (剰余)を計算します。また、最小公倍数は

lcm(x, y) = (x× y)÷ gcd(x, y)

を計算することで求められます。例として、x = 1234 (= 2 · 617)と y = 56 (= 23 · 7)の最大公

約数と最小公倍数を求めてみましょう。ユークリッドの互除法を繰り返し適用すると、最大公約

数は

gcd(1234, 56) = gcd(56, 1234 mod 56) = gcd(56, 2)

= gcd(2, 56 mod 2) = gcd(2, 0)

= 2

となり、最小公倍数は

lcm(1234, 56) = (1234× 56)÷ gcd(1234, 56) = 69104÷ 2 = 34552

となります。

問題 4 ユークリッドの互除法によって最大公約数が求められることを証明しなさい。

問題 5 ユークリッドの互除法を用いて x = 3235と y = 875の最大公約数と最小公倍数を求め

なさい。

問題 6 問題 1の xと yを入れ替え、ユークリッドの互除法を用いて x = 875と y = 3235の最

大公約数を求めるとき、どのような事が起こるか考察しなさい。

問題 7 3つの正の整数 x, y, z (x ≥ y ≥ z)の最大公約数はどのようにすれば求められるか考察

しなさい。

問題 8 3つの正の整数 x, y, z (x ≥ y ≥ z)の最小公倍数はどのようにすれば求められるか考察

しなさい。

3ユークリッドの互除法のように、繰り返し関数を適用するようなアルゴリズムを再帰的アルゴリズムと呼びます。

その他にも、n! (nの階乗)を求めるアルゴリズムなどが再帰的アルゴリズムとしてよく紹介されます。


